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ExERcICE 1. On se place dans le cadre de la classification binaire : soient un descripteur aléatoire X a
valeurs dans un espace mesurable X ¢ R? (d € N*) et un label aléatoire Y valant —1 ou 1. On considére
une classe finie G de classifieurs X — {—1, 1} telle que les deux labels sont parfaitement séparables par
un élément de G, i.e. nélg L(g) =0 pourlerisqueL:ge G — P (g(X) #Y) € [0,1].

g

Soit n € N*. On suppose que I'on dispose d’un échantillon i.i.d. {(X;, Y;)}1<i<n suivant la méme loi que
(X,Y) et on note g, un minimiseur de I’erreur empirique de classification :

1n
4 € minL U Ly,:ge =) L ypx) )
nemindi(g) ob Luig €6 D Litxe)

1) Montrer que mig L,(g) = 0 presque-siirement.
ge

2) Montrer que P (L(gn) > €) < |G|(1 — €)" pour tout € € [0, 1].
En déduire que P (L(g,) > €) < |G|e™" pour tout € > 0.

Indication. Utiliser G := {g € G : L(g) > €} ainsi qu'une borne d’union.

|
3) Déduire de la question précédente que E (L(g,)) < —Og(e|Q|).
n

Indication. Pour toute variable aléatoire Z positive, E (Z) = f0+°° P(Z > t)dt.

Correction Exercice 1

On suppose ici que minge g L(g) = 0, ce qui signifie que g* € G et L(g") = 0. C’est une hypothese
forte, mais elle permet d’obtenir des résultats théoriques. Notons aussi que g, est une variable
aléatoire puisqu’il dépend de I’échantillon aléatoire {(X;, Y;) }1<i<n-

1) Par hypothése, 3g* € G tel que L(g*) = 0.

n
P (Ln(g) =0) =P (Z Livieg xiyy =0

i=1

=P (Y, =¢" (X0). ... Yo = g (Xn)
=P =¢'(X)"  ((XuY) ~ (XY) iid)
= (1-L(@)" =1

Comme 0 < mingeg L,(g9) < L,(g"), on a bien minge g L, (g) = 0 presque-siirement.
2) Soient n € N* et € € R,. Remarquons que Vg € G,L(g) € [0,1], donc pour € > 1,




P(L(gn) > €) = 0. On peut donc supposer € € [0, 1[. Soit Gg := {g € G : L(g) > €}. On a alors :

P(L(gn) > €) =P(gn € GB)
=P(gn € G, L1(gn) =0) (par définition de g, et q.1)

< [F"( U {L.(g9) = 0}) (I’événement pour g, est inclus dans 'union)

9eGp
< Z P(L,(g) =0) (borne d’union, G est fini)
geGs
= Z P(g(X) =Y)" (comme en q.1 : échantillon i.i.d. de méme loi que (X,Y))
geG
= ) (-L(g)"
geGs
< Z (1-¢)" (car L(g) > ¢€)
geGs
=|Gsl(1-€)"

Enfin, par convexité de la fonction exponentielle, on a e* > 1 + x pour tout x € R, donc
(1-¢e)" <e ™, et P(L(gn) > €) < |GBle™™ < |Gle™™ car |GB| < |GI.

3) Soit Z = L(gn), qui est une variable aléatoire positive (a cause de I’échantillon aléatoire).
Alors P(Z > €) < min(1, |G|e™ ") (une probabilité est dans [0, 1]), et |G|e™™ < 1 pour € > %
On peut donc écrire :

E(Z) = /0+°° P(Z > e)de

In(|G])

+00
< / 1de +/ P(Z > e)de
P In(lg1)

In(|G) e —ne
ST, +A<g|> IGle™de

n n

dGD o _le—ne]

< 208D gy o Lot
n n

In(|G) l.i)

s, +1G| 2 1G]

< In(GD) +1 _ In(elG))

< ” = -

On peut aussi obtenir une borne légérement plus fine en intégrant directement de 0 a 1 puisque
Z € [0,1] :

E(Z) <

In(|G]) /1 In(gh 1 _1Gl -
n ! n n '

e "de =
n(lg)) G n

n

EXERCICE 2. On se place dans le cadre de la classification binaire. On utilisera les mémes notations que
dans I'exercice précédent. On pose L* := L(g*) avec g* : x € X + 21 ((x)>1/2) — 1 etonnoten : x €
X P(Y=1|X=x) € [0,1] la fonction de régression. Soit (1,),en+ une suite de fonctions définies
sur X a valeurs dans |0, 1[. Pour tout n € N* on considére le classifieur g, : x € X = 21y, (x)>1/2) — 1.



1) On suppose qu’il existe & > 0 tel que |n(x) — 1/2| > & pour tout x € X. Montrer que

2E ((na(X) = n(X))?)

L(g,) —L* <
(gn) 5

2) Montrer que si L* = 0, alors quel que soit g € [1, +oo]
L(gn) < 27E (Ina(X) = n(X)|9) .
Soient maintenant n’ : X —0,1[ et g: x € X = 21 (;y(x)>1/2) — 1.

3) On suppose que P{n’(X) =1/2} =0 et que E (|n,(X) — ' (X)|) — 0 lorsque n — +oo. Montrer
que L(g,) — L(g) lorsque n — +oo.

4) On suppose que le label Y n’est plus observable, mais qu’une variable Z a valeurs dans {—1, +1}
Pest, telle que :
P(Z=1|Y=-1, X) P(Z=1|Y=-1)=a<1/2,
P(Z=-1]Y=1,X) = P(Z=-1|Y=1)=b<1/2

On pose aprésentn’ :x € X — P (Z =+1 | X = x). Montrer que :

2|a—b|

L <L'|[1+ ———F—1.
9) = * 1 - 2max(a,b)

Que peut-on en déduire lorsque a = b?

Correction Exercice 2

1) Remarquons d’abord que I'inégalité est triviale si L(g,) = L*, on peut donc supposer L(g,,) # L*.
On a alors :

L(gn) = L* = E[1g, )2y — Ly (x)#v]
=E[MX) [Lg,00=-1 = Ly o=—1] + (1 = 1(X)) [Lg, 021 = Lgr)=1]]  (esp. totale)
=E[@n(X) - 1) [1g,0--1 = Lpo=-1]]  (Ta=1-13)

Soit, pour tout x € X, h(x) := 1y, (x)=—1 — Lg*(x)=—1 € {~1,0, 1}. On peut alors écrire :

L(gn) —L" =2E[(n(X) - 1/2)h(X)]. (1)

Regardons les différents cas :
— h(x) <0sin(x) < 1/2 (car alors g*(x) = —1),
— h(x) = 0sin(x) > 1/2 (car alors g*(x) = 1).
Ainsi, Vx € X, (n(x) = 1/2) - h(x) = |n(x) = 1/2| - |h(x)| 2 0, et |h(x)| = Ly, (x)2g* (x)-
Soit x € X tel que g, (x) # g*(x) :
— sin(x) > 1/2,alors n,(x) < 1/2 < n(x),et 0 < n(x) — 1/2 < n(x) — na(x),
— sin(x) < 1/2,alors n,(x) > 1/2 > n(x), et 0 < 1/2 — n(x) < np(x) — n(x).

Donc [n,(x) — n(x)| = [n(x) — 1/2|. Enfin, si g,(x) = g*(x), alors h(x) = 0, et on peut résumer le
résultat ainsi :

Vx € X, |h(x)] - In(x) = 1/2] < |h(x)] - [na(x) = n(x)]. )

Par hypothése, on a |n(x) — 1/2| > §, avec & > 0, donc en injectant ceci dans (1) :

L(gn) —L" 2 28E[|h(X)[]. ®)




En injectant maintenant (2) dans (1), on obtient :
L(gn) =L < 2E[|A(X)] - N2 (X) = n(X)1]
< 2VE[|R(X)[2] - E[[na(X) - n(X)|?] (Cauchy-Schwarz)
= 2VE[|AX)I] - E[In.(X) —n(X)IP]  (h(X)| € {0,1})

< 2\/%5_“ “E[Ina(X) = n(X)|?] (d’apres (3))

Finalement, en élevant au carré, et puisque L(g,) — L* > 0, on obtient :

L(gn) —L* < E[|In:(X) = n(X)|*].

| N

2) SiL* =0, alors g*(X) =Y presque-sirement (par définition de L¥). Si L(g,,) = 0, I'inégalité
est triviale, on peut donc supposer L(g,) > 0.
Repartons de (1) apreés y avoir injecté (2) :

L(gn) < 2E[Ina(X) = n(X)] - [R(X)[]
< 2E[|nn(X) — n(X)|7]V9 - E[|R(X)|¥/ (9" D]@-D/a  (inégalité de Holder, Vg > 1)

Puis, comme [A(X)] € {0, 1}, on a [R(X)|#/@D = [R(X)], et [R(X)] = L, x)2g-x) = Lga (051
(presque-sirement), donc E(|h(X)|) = L(g,). Finalement :

L(gn) < 2E[|na(X) = n(X)|9]Y9 - L(gn) 1~ 1/4
L(gn) < 27E[Ina(X) = n(X)|9] (L(gn) > 0)

Le cas g = 1 découle directement de la premiére ligne, puisque |h(X)| < 1.
3) Par le méme calcul qu’a la question 1 :

L(gn) ~L(@)] = 2IE[((X) = 1/2) Ly, 01 — Ly—-)]|
< 2E[In(X) = 1/2] - |1, (x)=-1 — Lgx)=-1]] (inégalité triangulaire)
< E[|1g,x)=—1 — Lge=—1l] (In(X) —1/2] <1/2)
=P(9.(X) # 9(X))
=P(Ma(X) 2 1/2,1(X) < 1/2) + P(nx(X) < 1/2,1"(X) > 1/2)

Soit A €]0, 1/2[. On découpe les événements portant sur n’(X) :

— ("X <1/2} ={n'(X) < 1/2 -7} U {n"(X) €]1/2 - A, 1/2[},

— (X)) 21/2} = {n'(X) 21/2+ 2} U {n'(X) € [1/2,1/2 + A[}.
En décomposant les intersections d’événements, on a :

— {nn(X) 2172} 0 {n'(X) < 1/2 =4} C {[na(X) =" (X)| = A},

— {nn(X) 2 1/2} 0 {n"(X) €]1/2 - X, 1/2[} c {In"(X) - 1/2] < A},
— {nn(X) <1/2} n{n"(X) 2 1/2+ A} € {Ina(X) =" (X)[ 2 A},

— {a(X) <1/2} n{n"(X) € [1/2,1/2+ A[} < {In"(X) - 1/2| < A}

Ce qui donne :

IL(gn) —L(9)| < 2P(Ina(X) = n'(X)[ 2 1) + 2P(In"(X) - 1/2] <)) 4)




Soit € > 0. Commencons par le second terme :

Puisque P(n/(X) = 1/2) =0, on a limy o P(|n"(X) —1/2| < A) =0, car {|n"(X) - 1/2] < A}
décroit (au sens de 'inclusion) vers {n’(X) = 1/2} lorsque A — 0, et par continuité monotone de la
mesure P. Il existe donc A €]0, 1/2[ tel que P(|n’(X) — 1/2] < Ag) < €/4.

Pour le premier terme, on a :

E(Ma(X) —n"X)])

P(Ina(X) = n'(X)] 2 Ap) < }\
0

(inégalité de Markov).

Puisque E(|n,(X) — n’(X)|) — 0 lorsque n — +oo, il existe Ny € N tel que pour tout n > N,
E(I12(X) = 1 (X)]) < Aoe/4, et donc P(Ina(X) — 17 (X)| = ho) < €/4.

En injectant ces deux résultats dans (4) avec A = Ao, on obtient |L(g,) — L(g)| < € pour tout
n > Ny : on a bien montré que L(g,) — L(g) lorsque n — +oo.

4) Commencons par remarquer que pour tout x € X, d’apres la formule des probabilités totales
et les hypotheses sur Z :

N(x)=P(Z=1]|X=x)
=P(Z=1|Y=1.,X=x)P(Y=1|X=x)+P(Z=1|Y=-1,X=x)P(Y=-1|X=x)
=(1-b)n(x) +a(1l-n(x))
=a+(1-a->b)n(x).

Notons que 1 —a — b > 0 puisque a,b < 1/2 : 1’ est donc une transformation affine croissante de 1.
Les calculs de la question 1 menant a (1) et (2) restent valables pour tout classifieur de la forme
x — 21 (5(x)>1/2) — 1; on peut donc les appliquer avec n’ a la place de n, :

L(g) - L* < 2E [In'(X) = n(X)| L g9 1] -

Il s’agit de majorer |n’(X) — n(X)| sur I’événement {g(X) # g*(X)}, puis la probabilité de cet
événement.

2(11—_33)'- Puisque n'(x) = a + (1 —a - b)n(x), on a

n'(x) >1/2 & n(x) > t.Deplus, i — 3 = 2(1”_;““_@ Soit x € X tel que g(x) # g*(x). 1l y a deux
cas

Majoration de |’ — n|. Posons ¢t :

(i) g°(x) =1letg(x) =-1, ie. % < 1n(x) < t, ce qui n’est possible que si a < b. Alors

b— -b
m%x»ﬂﬂxn=rmx»ﬂfuﬂ=<a+wncw—a<<a+@t—a=2(1_aib)=2(fiafb,

(ii) g*(x) =—-letg(x) =1,ie t <1n(x) < %, ce qui n’est possible que si a > b. Alors

a—-b _ la-b|

() =N =0 () =n(x) = a=(a+h) n(x) S a=(a+b) 1 = g = 2o

la—b|
2(1-a=b)°

Dans les deux cas, [ (x) — n(x)| < d’ou :

L(g9) -L* < M

PG # 6 (X)). ©)

Majoration de P(g(X) # g*(X)). Rappelons (TD1) que L* = E [min(n(X), 1 — n(X))]. Sur
Iévénement {g(X) # g*(X)} :




— danslecas (i) (@ < b): n(X) € [1/2,¢t[, donc min(n(X), 1-1(X)) = 1-n(X) > 1-t = %,

— dans le cas (ii) (@ > b) : n(X) € [¢,1/2[, donc min(n(X),1 —n(X)) =n(X) >t = ﬁ.

Dans les deux cas, min(n(X), 1 — n(X)) > % sur {g(X) # g*(X)} (et cet événement est

vide si a = b). Ainsi :

. ' 1 - 2max(a, b) .
L* > E [min(n(X),1 - n(X)) Ligx)2g )} ] = 2-a-b) P(g(X) # g" (X)),
et, puisque 1 — 2max(a,b) > 0:
2(1—a-0>b)
P(g(X (X)) € ——L"
(900 #4'(X) = 7oy
Conclusion. En injectant ceci dans (5) :
-b 2(1—a->b 2la—b
g -re ozt 2-a=b) o 2abl .
1-a-b 1-2max(ab) 1 — 2max(a, b)

d’ou le résultat : L(g) < L* (1 + %).

Lorsquea =b,onat =1/2,doncn'(x) > 1/2 & n(x) >1/2,ie g=g etL(g) =L":on
retombe sur le classifieur de Bayes du probléeme original. Un bruit symétrique sur les labels ne
change pas la régle de décision optimale.

ExERcICE 3. Calculer la VC dimension des classes A d’ensembles suivantes :
1) A ={]—00,x1] X ... %] —o00,xg] ¢ (x1,...,x4) € RY },
2) A est constituée des rectangles de R¢.

Correction Exercice 3

1) Commencons par quelques exemples pour construire I'intuition :
Pour d = 1 : on peut éclater un point z;, mais pas deux points z; < z, (on ne peut pas obtenir
{25} seul). Ainsi, N4 (z1) = 2, Na(z1,22) =3 < 22,S#(2) =3 < 22, et la VC dimension est V.7 = 1.
Pour d = 2 : on peut éclater deux points zy, z,, mais pas trois points z1, z,, z3. Ainsi, Ng(z1) = 2,
Na(z1,25) = 4, Na(z1,22,23) <7 < 23,S4(3) < 23, et la VC dimension est V.4 = 2.

Montrons maintenant que pour tout d > 1, la VC dimension vaut V4 = d. Pour tout x =
(x1,...,xq) € R4, on note A, =] — 0o, x1] X...X] —00,x4], de sorte que A = {A, : x € [Rd}. Soient

Z1,...,zn € R?; on note z; = (zi1, .-, ziq). Il faut montrer :
— quil existe zy,. .., z4 tels que Ng(z1,...,24) = 24 (on peut éclater d points),
— que pour tous zy, ..., Zg+1, onaNg(zy, ..., z441) < 2d+1 (on ne peut pas éclater d + 1 points).
Trouvons d’abord un ensemble de d points éclaté par A. Prenons les pointse; = (1,0,...,0),e; =

(0,1,0,...,0),...,e4 =(0,...,0,1) (la base canonique de IRd).

Vie{l,...,d},xeRd, e; € Ay & x;>1etx; >0 pour tout j # i.




Ainsi, pour tout x € R? (par exemple x = 0),

{e1,....eqt N Ay =0 <= pour tout i, x; < 1 ouil existe j # i tel que x; < 0.

Enfin, pour tout m € {1,...,d} etiy,...,im € {1,...,d} distincts, on a :

Xijs . Xi,, > 1et0<x; <1pourtoutj ¢ {ir,...,im} = {er,....,eq} N A ={ei,....€;,}
On obtient ainsi les 2¢ intersections possibles. Donc Nz (ey, ..., eq) = 24, Sa(d) = 2%, et Vg > d.
Montrons maintenant qu’on ne peut pas éclater d + 1 points. Soient zy, .. ., z44; € R% Pour
touti € {1,...,d}, on définit z; comme un point parmi {zy, ..., z44+1 } ayant la plus grande i-éme
coordonnée, i.e. Z;; = max{zy,...,Zq+1,}. Alors, pour tout x € R4 .
{z1,....24} CAy & Vike{l,...,d},Zi) < x

— Vke{l,...,d},Zrr < x¢ (Zik < Zrk par définition)
— Vke{l,....d} z14, -, Zas1k < Xk
= {z1,...,2441} C Ax.
Puisque {Z,...,Z4} contient au plus d points, au moins un des z; n’en fait pas partie. On

ne peut donc pas trouver A € A qui isole Zy, ..., Zg des autres points, et Sz (d + 1) < 2¢*!. Par
définition, la VC dimension vaut V4 = d.

2)
Quels que soient x = (x1,...,%9),y = (yn...,ya) € R? on note x A y :=
(min(xy, ¥1), - . ., min(xg, yg)) et xV y := (max(xy, y1), . . ., max(xy4, y4)) les minimum et maximum

composante par composante. Lorsque x; < y; pour tout i, on note [x, y] := [x1, y1] X - - X [xg, ya],
de sorte que A = {[x, y] : x, y € R% x A y = x} (rectangles fermés a cotés paralléles aux axes). On

note aussi 1 := (1,...,1) € R% Montrons que V.4 = 2d.
A éclate 2d points. Considérons les vecteurs ey, . . ., eg de la base canonique de R? ainsi que
leurs opposés —ey, ..., —eg, et notons E := {—ey, ..., —ey, €1,...,e4}. Fixons € €]0, 1[.

(i) Le sous-ensemble vide : EN [—€1, e1] = 0, puisque chaque point de E a une coordonnée égale
azxlet|£1]>e.

(ii) Un sous-ensemble non vide S = {sy,...,s,} C E : posons
m m
Rs := /\sk—el, s +elf € A.
k=1 k=1

Par construction, S C Rs. Soit maintenant p € E\ S:
— sip = ej, alors p; = 1. Puisque e; ¢ S, la j-éme coordonnée de chaque s; est dans
{—1,0}, donc la borne supérieure de Rg dans la direction j est au plus e < 1, et p ¢ R,
— sip = —ej, alors p; = —1. Puisque —e; ¢ S, la j-éme coordonnée de chaque sj est dans
{0, 1}, donc la borne inférieure de Rg dans la direction j est au moins —e > —1, et p ¢ Rs.
Ainsi, ENRg =S.

Tout sous-ensemble de E peut étre isolé par un rectangle, donc N4 (—ey, ..., —eg, €1,...,€4) = 22d
Sa(2d) = 2% et V4 > 2d.




A n’éclate pas 2d + 1 points. Soient zy, . . ., zo9.1 € RY, avec zj = (zj1,...,2j,4). Pour tout

i € {1,...,d}, on définit z; (resp. z;) comme un point parmi {zy, ..., z24+1} ayant la plus grande
(resp. la plus petite) i-eme coordonnée, i.e. Z;; = max{zy,...,Zoq4+1i} et z;; = min{zy;, ..., Zpq41,}
Notons T :={z,,...,2, 21, ...,Zq}. Alors, pour tout rectangle [x, y] € A :

TcC[x,y] = Vi ke{1,...,d}, 2o Zik € [k, vkl
— Vke{l,....d}, zp 1. Zkk € [ k] (zp < 2500 Zik < Zkck)
& Vke{l,....d}, zik, ..., 22441k € [Xk> Vi)
& {z1,...,22a11} C [x, ¥].

Puisque T contient au plus 2d points, au moins un des z; n’en fait pas partie. Autrement dit, aucun
rectangle n’isole exactement le sous-ensemble T, d’ot1 S (2d + 1) < 2%4+1,

Par définition de la VC dimension, on en conclut que V# = 2d.

ExERCICE 4. Donner une borne supérieure de la VC dimension de la classe des boules fermées dans

R :
d
ff’(:{{x=(x1,...,xd)ele : Z|xi—ai|2§b}:al,...,ad,belR}.

i=1

Correction Exercice 4

Pour répondre a la question, nous allons d’abord démontrer le théoréme suivant.

Soit F un espace vectoriel de fonctions R? — R de dimension finie m € N*. Alors la classe
d’ensembles B := {{x eRY: f(x)>0}:fe 7‘”} a pour VC dimension Vg < m.

11 suffit de montrer qu’aucun ensemble de m + 1 points de R¥ ne peut étre éclaté par 8. Soient
X1, ..., %ms1 € R? quelconques, et considérons I’application linéaire

h:feF o (FGx),..., f(xme)) € R™

Puisque F est un espace vectoriel et h est linéaire, h(F) est un sous-espace vectoriel de R™*! de
dimension inférieure ou égale a dim ¥ = m < m + 1. Son orthogonal n’est donc pas réduit a {0} :
il existe un vecteur non nul y = (y1,..., Ym+1) € R™"! orthogonal a h(F), i.e. tel que pour tout
feF:

R = Vaf (ar) + + Yo f Gimsr) = 0. ©)

SoientP:={ie[lLm+1]:y; >0} etN:={i € [ILLm+ 1] : y; < 0}. Alors, pour tout f € F :
D) == vif (x). (7)
ieP ieN

Quitte a remplacer y par —y (qui vérifie aussi (6)), on peut supposer N # () (puisque y # 0, y ou —y
a une coordonnée strictement négative).

Supposons maintenant par I'absurde qu'il existe f € F telle que {x € R? : f(x) > 0} contienne
{x; : i € P} mais aucun des points {x; : i € N}. Alors :

— pouri € P,y; >0et f(x;) >0, donc le membre de gauche de (7) est positif ou nul,




— pouri e N, y; <O0et f(x;) <0, donc y;f(x;) > 0, et puisque N # 0, le membre de droite de
(7) est strictement négatif,

ce qui est une contradiction. Aucun ensemble de B ne sélectionne donc exactement {x; : i € P}
parmi {x1, ..., Xm+1}, et B n’éclate pas ces points. Les points étant quelconques, Sg(m + 1) < 2™*1,
puis Vg < m.

Revenons maintenant a la question posée. Quels que soientay, ..., ag, b € Retx = (x1,...,%xg) €

Rd,ona:
d d d d
Z|xi—ai|2—b=2x?—22aix,~+ Za?—b .
= i=1 i=1

i=1

Soit ¥ I’espace vectoriel engendré par les fonctions ¢, . .., g4z : R? — R définies pour tout
x = (x1,...,x5) € R? par

d
Pr(x) = Y xh da(0) =x1, ..o Pan(®) =Xa,  dara(x) = 1.
i=1

Alors dim 7 < d + 2, et toute boule de A s’écrit {x € R? : f(x) < 0} avec f = ¢; — 2 2?:1 aiie1 +
(24, a2 = b)dgsp € F. Ainsi :
Ac{{xeR!: f(x)<0}:feF}={{xeR":-f(x)20}: fe F} =B,

ou la derniére égalité vient de ce que f € ¥ <= —f € ¥ (F est un espace vectoriel). Une
sous-classe ne pouvant pas éclater plus de points que la classe entiere, le théoreme donne :

Va <Vg <d+2.

EXERCICE 5. Soit A une classe d’ensembles de R? de VC dimension V < +oo et de coefficients
d’éclatement s(A, n), Vn € N*.

1) Montrer que : ¥n > 1, s(A,n) < (n+1)V.
2) Montrer que : Vn >V, s(A, n) < (ne/V)V.

\
Indication. On utilisera le lemme de Sauer : Vn > 1, s(A, n) < Z (Z)
k=0

Correction Exercice 5

1) Soit n € N*. D’apres la formule du bindme :

\ \
\Y% VV-1)---(V-k+1)
vV _ k _ k
(n+1) —Z(k)n —Z o n*.
k=0 k=0
Pour tout k € [0,V],ona:
— V(V-1)---(V—-k+1) > 1 (produit de k entiers strictement positifs, égal a 1 si k = 0),

— nf>n(n—-1)---(n—k+ 1) (chaque facteur de droite est au plus n; si k > n, le membre de
droite est nul).




Ainsi :

\ \
(n+1)Y > Z nn=1)- -I;‘(n —k+1) = Z (Z) > s(A,n) (lemme de Sauer).
k=0 ’ k=0

2) On suppose V > 1 (sinon (ne/V)Y n’est pas défini). Soit un entier n > V, de sorte que V/n < 1.
D’apres le lemme de Sauer, il suffit de montrer que

) =@ e (Y50

0

k

\%

(;) (V/n < 1etk <V, donc (V/n)Y < (V/n)k)
k

(—) (n >V et tous les termes sont positifs)

)
(

(
vin\" _ v
eV ") =e (1 + x < ¥, par convexité de I'’exponentielle).

formule du bindme)

IA

Donc s(A,n) < 3/ (7) < (ne/V).
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