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ExeRcICE 1. On se place dans le cadre de la classification binaire : soient un descripteur aléatoire X a
valeurs dans R muni de sa tribu des Boréliens, et un label aléatoire Y valant 0 ou 1.

Soit G := {g : R — {0, 1}} I’ensemble des classifieurs adaptés a ce contexte. L’erreur de classification
est définie comme I'applicationL:g € G +— P (Y # g(X)) € [0,1] et on note L* := ing L(g).
ge

Dans cet exercice, on s’intéresse a la famille G, des classifieurs linéaires sur R de la forme :

Yo si x < xo,

9(xo0,y0) * X € R { 1—-yo sinon,

avec (xo, o) € R x {0, 1}. L’erreur de classification d’un tel gy, ,) est notée plus simplement L(x, o)
et on pose Ly := inf L(xo, yo)-

(x0, 0

1) Exprimer lerreur de classification d'un élément quelconque de G; en fonction des lois
conditionnelles de X sachant Y. On utilisera les notations Fy(x) := P{X < x | Y = y} pour
(x,y) e Rx{0,1}etp:=P(Y=1).

1
2) En considérant les points (xo, y9) = (—c0,0) et (xo, yp) = (—c0, 1), montrer que Ly < 2
1 | , . 1
3) Montrer que Ly = 2 T Sup pFi(x) — (1—p)Fo(x) —p + S| Simplifier 'expression quand p = o

a+b—la-b
Indication. Pour tout (a,b) € R? on peut écrire min(a, b) = +
1 . e 1
4) Montrer que Ly = 5 st et seulement si L* = 3

5) Montrer I'inégalité de Chebychev-Cantelli : pour toute variable aléatoire réelle Z et tout ¢ > 0,

V (Z)

P(Z—[E(Z)zt)swz)ﬂz.

6) On note respectivement m,, et Gi Pespérance et la variance de la loi conditionnelle de X sachant
Y = y, avec y € {0, 1}. Montrer que :

(o0 +01)?

Los(l+M)_l.

Indication. Utiliser I'inégalité démontrée 4 la question précédente.

7) Discuter de la performance du minimiseur empirique pris dans la classe Gy et des limites des
classifieurs linéaires.



Correction Exercice 1

1) Soit (x,y) e Rx {0,1}.On a:

L(x, y) = P{Y # g(x,y) (X)}
=PX>x|Y=y)P(Y=y)+PX<x|Y=1-y)P(Y=1-y)

Comme P(X>x |Y=y) =1-F,(x) et P(X<x|Y=1-y) =F_,(x), on distingue les deux
casy=0ety=1:

L(x,0) = (1 =Fo(x))(1 - p) + Fi(x)p
L(x,1) = (1 = F1(x))p + Fo(x)(1 - p)

En combinant ces deux cas, on peut écrire :

L(x, y) = L(y=0y [(1 = Fo(x))(1 = p) + F1(x)p] + L()=13 [(1 = F1(x))p + Fo(x) (1 - p)]
=y [p = pF1(x) + Fo(x) = pFo(x)] + (1 = y) [1 = p = Fo(x) + pFo(x) + pF1(x)]
=1-y+ (2y - 1h(x),

ol h(x) = p — pF1(x) + Fo(x) — pFo(x).
2) Pour y € {0,1}, on a lim,_, _ F,,(x) = 0, et donc lim,_, o h(x) = p. Par conséquent,

1-p siy=0
lim L(x,y)=1—y+(2y—1)p={ bosy=n
X——00 p siy=1.

Ainsi, Ly < min(p,1 - p) < %
3) Par définition,

Ly = inf L
0 (x,y)glix{o,u (x.7)

= inf min (L(x, 0),L(x, 1))
xeR

= inf min (h(x),1 — h(x))
xeR

_inf h(x) + (1 - h(x)) — |h(x) — (1 = h(x))|
~ reR 2

. 1 1
- it (5 o 5

h(x) — %‘

1
= — —sup
xeR

En remplacant h(x) par son expression, on obtient le résultat demandé.

Lorsque p = 3, onah(x) = 3 + w, d’ou:

1 Fo(x) = F1(x)
Ly = 5 - sup|——————
2 xeR 2
1 1
= = — = sup [Fo(x) = F1(x)|
2 2 xeR




= % (1 —drv(Fo,Fy)).

4) Supposons d’abord que L* = % Par définition, Gy C G, donc L* < L. Or, d’apres la question
2, Lo < 3. Ainsi, Lo = 3.
Supposons maintenant que Ly = % D’apres la question 2,
Ly == <min(p,1-p) <

[NCH SN
[NCH N

On en déduit que p = % Puis, d’apres la question 3,

1 1
Lo = = (1 —dry(Fo, Fy)) = =
0 2( TV(O 1)) 2

& drv(Fo,F1) =0
— Fy=F;
— X|Y=1~X|Y=0.

Alors, pour tout classifieur g € G,

L(g) =P(Y # g(X))
=P(Y=1)P(g(X)=0|Y=1)+P(Y=0)P(g(X) =1|Y = 0)

=1P(9(X)=0|Y=1)+%P(g(x)=1|Y=o) (carp:%)

=—|]:°(g(X)=0|Y=1)+%[P’(g(X)=1|Y=1) (carX|Y=1~X]|Y=0)

N|—= DN~ DN

Cela vaut pour tout classifieur g € G, donc L* = % (en particulier pour le classifieur de Bayes).
Remarque : la derniére partie reste vraie dés que X | Y =1 et X | Y = 0 ont la méme loi (les

données ne différencient pas les étiquettes) et que p = % (les deux étiquettes sont équiprobables).
5) Posons Z* = Z — [E(Z), la version centrée de Z. Comme [E(Z*) =0, on a

t=E(t-Z").

On obtient alors :

E(t-Z) =E[(t-ZY(z<ry| +E[(t = Z)1(z:51]
<E [(t - Z*)]l{z*q}] (car t — Z" < 0 lorsque Z* > t).

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz au membre de droite :

£ < (t—Z*)]l{Z*<t}]2
<E[(t-2) |1, ]

E
E
E
E

t* +(Z°)? - 2tZ* | P(Z* < )

[
[
[(t-Z")?|P(Z" <)
[
= (2 +V(2))P(Z* < t),




puisque E(Z*) = 0 et E((Z*)?) = V(Z*) = V(Z). Finalement,
12
<P(Z-E(Z)<t)

V(Z) + t2
t2
(2)

— P(Z-E(2Z)=1t) < m

6) Remarquons que si my = my, I'inégalité est immédiate. On peut donc supposer my # m; et,

sans perte de généralité, my < m;.
my = Ay + Ay, et considérons le classifieur g(mg + Ay, 0)

Choisissons A, A1 > 0 tels que m4

Ona:
L(mg + Ao, 0) = pFy(mg + Ag) + (1 = p) (1 =Fo(mo + Ay))
=pPX<my+A | Y=+ (1 -p)PX>mo+Ao|Y=0)

X>A1|Y:1)+(1—p)P(X—m0>A0|Y—0)

= p[P’(ml — 2
o? o2
Y +(1- p)m (par l'inégalité de Chebychev-Cantelli)
01
p I-p
1 Al i 1 iy
+ —% + o_—g

<SP

<

=M"Mg et Ay = Z™5, on obtient :
op+0;

En prenant Ay = ==
1— _ 2
L(mo + Ao, 0) < (rﬁ—mo)z (mlfmo) ( ((720 + :1))2 )

1+ Goonz 1+ GGgro? 0T

Par définition de Ly, Ly < L(mg + Ay, 0), ce qui donne I'inégalité souhaitée
Remarque 1 : on vérifie bien que Ay + A; = 61 ;G 2 (cg + 61) = my — my.

Remarque 2 :
1 1 my — mg)?
— <= & 1+ % >
1 4 m=mo) 2 (0o +01)
(op+o1)?
(my = my)*
(oo +01)? —

— |m; — mgy| = oy + o;.

7) Rappelons d’abord la définition du risque empirique et quelques résultats

1 n
Lu(g) =~ Z Livizg(xiy
i=1

Jgn = argminL,(g)

9€Go
L(gn) —Lo<2 sup  [Ln(9) —L(9)|
(x,y)eRx{0,1}

P |sup |L,(g9) — L(g)| > e) <2e7 Ve >0, y € {0, 1}.

xeR




On en déduit :

o €
P(L(gn) ~Lo>¢) <P ( sup  |L(x,y) = La(x, )| > —)
(x,y)€Rx{0,1} 2

<P (sup |L(x,0) — L,(x,0)| > E) +P (sup |ILy(x,1) = L(x, 1)| > <
xeR 2 xeR 2

< 46—2n(e/2)2.

Ceci vaut pour toute loi jointe de (X, Y).

Remarque : il s’agit toutefois d’un risque relatif, qui dépend aussi du meilleur risque atteignable
dans la classe de classifieurs considérée (ici Gy). Si les données ne sont pas séparables par un
classifieur linéaire, alors Ly peut étre élevé et le minimiseur du risque empirique ne sera pas
performant.




