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Exercice 1. On se place dans le cadre de la classification binaire : soient un descripteur aléatoire X à
valeurs dans ℝ muni de sa tribu des Boréliens, et un label aléatoire Y valant 0 ou 1.

Soit G :=
{
𝑔 : ℝ → {0, 1}

}
l’ensemble des classifieurs adaptés à ce contexte. L’erreur de classification

est définie comme l’application L : 𝑔 ∈ G ↦→ ℙ (Y ≠ 𝑔(X)) ∈ [0, 1] et on note L∗ := inf
𝑔∈G

L(𝑔).

Dans cet exercice, on s’intéresse à la famille G0 des classifieurs linéaires sur ℝ de la forme :

𝑔(𝑥0,𝑦0 ) : 𝑥 ∈ ℝ ↦→
{
𝑦0 si 𝑥 ≤ 𝑥0,

1 − 𝑦0 sinon,

avec (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ × {0, 1}. L’erreur de classification d’un tel 𝑔(𝑥0,𝑦0 ) est notée plus simplement L(𝑥0, 𝑦0)
et on pose L0 := inf

(𝑥0,𝑦0 )
L(𝑥0, 𝑦0).

1) Exprimer l’erreur de classification d’un élément quelconque de G0 en fonction des lois
conditionnelles de X sachant Y. On utilisera les notations F𝑦 (𝑥) := ℙ{X ≤ 𝑥 | Y = 𝑦} pour
(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × {0, 1} et 𝑝 := ℙ(Y = 1).

2) En considérant les points (𝑥0, 𝑦0) = (−∞, 0) et (𝑥0, 𝑦0) = (−∞, 1), montrer que L0 ≤
1
2
.

3) Montrer que L0 =
1
2
− sup

𝑥

����𝑝 F1(𝑥) − (1 − 𝑝) F0(𝑥) − 𝑝 + 1
2

����. Simplifier l’expression quand 𝑝 =
1
2
.

Indication. Pour tout (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 on peut écrire min(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 − |𝑎 − 𝑏 |
2

.

4) Montrer que L0 =
1
2
si et seulement si L∗ =

1
2
.

5) Montrer l’inégalité de Chebychev-Cantelli : pour toute variable aléatoire réelle Z et tout 𝑡 ≥ 0,

ℙ (Z − 𝔼 (Z) ≥ 𝑡) ≤ 𝕍 (Z)
𝕍 (Z) + 𝑡2

.

6) On note respectivement𝑚𝑦 et σ2
𝑦 l’espérance et la variance de la loi conditionnelle de X sachant

Y = 𝑦 , avec 𝑦 ∈ {0, 1}. Montrer que :

L0 ≤
(
1 + (𝑚0 −𝑚1)2

(σ0 + σ1)2

)−1
.

Indication. Utiliser l’inégalité démontrée à la question précédente.

7) Discuter de la performance du minimiseur empirique pris dans la classe G0 et des limites des
classifieurs linéaires.
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