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ExXERCICE 1. On se place dans le cadre de la classification binaire : on considére un descripteur aléatoire
X de loi Px a valeurs dans R? (d € N*) muni de sa tribu des Boréliens, et un label aléatoire Y valant —1
ou 1.

La fonction de régression (probabilité a posteriori) est notée n: x € R4 —» P(Y =1 | X = x) € [0, 1].
On suppose que 0 < n(X) < 1 presque-siirement.

Soit G := {g ‘R4 — {-1, 1}} Pensemble des classifieurs adaptés a ce contexte. L’erreur de classification

est définie comme I'applicationL:g € G +— P (Y # g(X)) € [0,1] et on note L* := ing L(g).
g€

On pose F := {f o G [R} puissgn:a € R+ 214501 —1 € {-1,1}. Dans cet exercice on s’intéresse

spécifiquement a 'ensemble de classifieurs G# := {sgn of : feF }

Soit enfin ¢ : R — R, une fonction dérivable, strictement convexe, croissante, satisfaisant lim ¢(x) =
X——00

0 et ¢(0) = 1. Pour tout f € F (et donc tout classifieur de G#) on considére la version convexifiée du
risque de classification :

A() =E [¢ (-Y£(0)]

1) Pour toutu € [0,1] on définit by, : a € R — u $p(—a) + (1 — u) ¢(a). Montrer que ;m?r}A(f) est
€

atteint en
ffixe RY arg min hy () (a). (1)
acR

Cette fonction est-elle bien définie pour tout x € R%?

2) Dériver la fonction hy(x) pour x € R¢ quelconque, puis vérifier que sgnof* coincide avec le
classifieur de Bayes.

3) (Lemme de Zhang) On pose H: u €]0,1[— miﬂg{l hy,(a) et on suppose qu’il existe des constantes
ac

s > 1etc > 0 telles que
S

Yu €]0, 1], ’%—u <c*(1-H(w)). (2)

1/s
. * S
a) Soit f € . Montrer que L (sgnof) —L* < 2 (IE [m(X) -1/2| ]l{(Zr](X)—l)f(X)SO}}) )
b) On pose A* := }n; A(f). Déduire de la question précédente que pour toute fonction f € 7,
€

L(sgnof) —L* < 2c (A(f) — A")'*. (3)

¢) Que vaut H dans le cas oul ¢ = exp ? Pour quelles constantes s et ¢ la condition (2) est-elle
vérifiée ?



Correction Exercice 1

1) Soit f € ¥.On a:

A(f) = E[$(=YFX)N] = E [o(=f XD T y=1) + $(fF X)L (v=—1)]
=E [¢(—fFX)IN(X) + d(f(X))(1 —n(X))] (espérance totale, en conditionnant par X)

=E [hyx) (f(X)] = /Rd hy(x) (f (x)) Px(dx).

Comme hy(x) (f(x)) = minger hy(x) (@) = hy(x) (f*(x)) pour tout x, par construction, si f* est bien
définie pour Px-presque tout x, alors A(f) > A(f*) pour tout f € ¥, i.e. f* minimise effectivement
le risque convexifié.

Vérifions maintenant cette condition. Rappelons les hypothéses faites sur la fonction ¢ : R —
R, :
(i) ¢ est dérivable,
(ii

(iii

¢ est strictement convexe,

)
)
) ¢ est croissante,

(iv) limy—_o $(x) =0,

(v) $(0) =1.

On remarque au passage que x — e* satisfait toutes ces hypothéses. On en déduit un certain
nombre de propriétés supplémentaires :
(vi) ¢ est strictement croissante.
Preuve : ¢ est croissante; si elle n’était pas strictement croissante, elle admettrait au moins
un palier, ce qui contredirait la stricte convexité.
(vii) ¢ > 0.
Preuve : conséquence immédiate de (iv) et (vi) : pour tout x, ¢p(x) > dp(x — 1) > lim_o, ¢ = 0.
(viii) ¢'(0) > 0.
Preuve : ¢ étant strictement convexe et dérivable, elle vérifie pour tout x # 0 'inégalité
d(x) > $(0) + ¢’ (0)x (la courbe représentative de ¢ est strictement au-dessus de sa tangente
en 0). Comme ¢ est croissante, ¢’(0) > 0. Par absurde, si on avait ¢’ (0) = 0, alors pour tout
x < 0 on obtiendrait ¢(x) > $(0), ce qui contredirait la croissance de ¢. Donc ¢’ (0) > 0.
(ix) limy— 400 $(x) = +o0.
Preuve : comme précédemment, pour tout x # 0, ¢(x) > $(0) + ¢’ (0)x, et en utilisant (viii)
on obtient limy_, 400 $(x) = +00.

Prenons maintenant u € [0, 1] et étudions la fonction h,,.

— Cas u € {0, 1}. Les propriétés (iv) et (vi) impliquent que ¢ n’admet pas de minimum, mais
seulement un infimum (égal a 0) atteint en —oco. Ainsi hy : a — ¢(a) et by : a — $(—a)
n’admettent pas de minimum, et f* n’est pas définie sur 'ensemble X; := {x € R? : n1(x) €
{0,1}}.

— Cas u €0, 1[. Commencons par remarquer que :

(%) limgy 400 hy(a) =lim,—,_o by (a) = +00, d’apres (iv) et (ix) (et caru > O et 1 — u > 0),
(xi) hy(0) =1, d’apres (v),
(xii) hy, est continue, car ¢, donc hy,, est dérivable.




Les points (x) et (xi) impliquent qu’il existe o« > 0 tel que h,(a) > 1 = h,(0) pour tout
a €] —oo,—a[ U]a, +oo[. D’apres (xii), h,, est continue sur le compact [—a, o] : elle y est
donc bornée et atteint ses bornes (théoréme des bornes atteintes), i.e. elle y admet au moins
un minimiseur m,. De plus, ¢ étant strictement convexe, h,, I'est aussi (combinaison positive
de fonctions strictement convexes), donc m, est unique. Par construction, h,(m,) < 1 =
h,(0) < hy(a) pour |a| > a, donc m, est méme 'unique minimiseur global de A, sur R.

Ainsi, f* est bien définie sur 'ensemble X; := {x € R : n(x) €]0,1[}.

Rappelons-nous enfin que par hypothese, n(X) €10, 1[ Px-p.s., i.e. Px(Xp) = 0 et Px(X;) = 1. On
en conclut que f* est bien définie pour Px-presque tout x € R? (ce qui suffit, car A ne dépend que
des valeurs de f Px-p.s.).

2) Soit x € RY. Comme ¢ est dérivable (i), la fonction hy(x) : R — Ry Test aussi, et pour tout
acR:

hio (@ = —1(x)¢"(=a) + (1 = n(x))¢’(a).

Vérifions que sgn of™ coincide avec le classifieur de Bayes g* : x = 21 (;)(x)>1/2) — 1. Prenons
pour cela x € Xj. Nous avons vu qu’alors hn(x) est dérivable, strictement convexe, et admet un
unique minimiseur en f*(x). Par conséquent, h’n(x)(a) =0 & a-=f"(x).0Or h:](x)(a) =0
signifie :

Y@
1-n(x)  ¢'(-a)
(Comme x € Xj, on a bien 1 — n(x) # 0. De plus, ¢ étant strictement convexe et croissante, sa
dérivée est positive ou nulle et strictement croissante sur R, donc strictement positive.) On a donc

I’égalité des rapports 11(;8() = 4>¢/((—ff(8))) d’ou :

1 n(x) ¢'(f*(x)) e b
]’](X)>5:)1_—]’](x)>lﬁm>lﬁd)(f(X))>¢(—f(X))
= f'(x)>-f"(x) & f'(x)>0 (¢ strictement croissante).
Le méme raisonnement avec des égalités donne n(x) = % — f*(x) =0,doun(x) > % —

f*(x) > 0. Finalement :
sgn of*(x) = 2]1{f*(x)20} —1= ZH{H(X)Z%} - 1= g*(x),

pour Py-presque tout x € R¥. La fonction sgn of* coincide effectivement avec le classifieur de

|

Or, pour tout x € R? tel que n(x) # 3 (les autres points ne contribuent pas a I'espérance) :

Bayes.
3) a) Soit f € F et g = sgnof. Nous avons vu a 'exercice 2 du TD2 que :

. 1 1
L(g) -L" =2E Hn(X) - 5‘ Ligx)2g )} | = 2E HW(X) - 5' ’]l{f<><><0} ~Lax<d

< Lien(e)-1)f(x) <0} -

, . _fo si sgn(f(x)) =sgn(2n(x) - 1)
{fx)<0} = H{n(x)<i}| =

sinon
D’ou:

N 1
L(sgnof) —L* < 2E HW(X) - 5‘ Ly (anx)-1)£(x) <0}




=2E

1° ;
('n(X) =5 ]1{<zn<x>—1>f(x>s0})

N

1 s
s2(fE Hn(X) ~3 ]1{<zn<><>—1>f<><>s0}]) ;

en utilisant I'inégalité de Jensen pour la fonction concave x € R, > x!/* (concave car s > 1).
b) Par hypotheése, il existe des réels s > 1 et ¢ > 0 tels que pour tout u €10, 1] :

1 S
‘E—U <c*(1-H(w)).
Par conséquent, pour tout x € Xj :

S

- 3| < - HE)

avec H(n(x)) = mingeg hy(x)(a) = hn(x) (f*(x)) d’apres la question 1.
Soit maintenant f € . En repartant du résultat de la question 3.a, cette derniere inégalité
donne :

@ l=

L(sgnof) —=L* < 2 (E [¢* (1= hyex) (f* (X)) L{(znx)-1) £ )03 ])
= 2¢ (E [(1 =y (F* (X)) Tz -1r<o])* -

Puisque la fonction x € R, > x!/* est croissante et que ¢ > 0, il nous reste a vérifier que A(f) — A*
majore cette derniére espérance.

Nous avons vu en question 1 que A" = A(f"), donc A(f) - A" =
E [hr](X) (f(X)) = hyx) (f” (X))]. Prenons maintenant x € Xj.

— Si(2n(x) — 1)f(x) > 0, alors par définition de ™ :
(1= By (F () Lgan(x)-1 £ (x)20) = 0 < ni) (F(%)) =y (f* (%))
— Si(2n(x) — 1)f(x) <0, alors :

hyo) (f (%)) = n(x)d(=f(x)) + (1 = n(x)$(f(x))  (définition de hy(x))
> ¢ (—n(x)f(x) + (1 =n(x))f(x)) (¢ convexe)
=¢ (—f(x)(2n(x) - 1))
> $(0) (¢ croissante et —f(x)(2n(x) — 1) > 0)
=1  (par(v))

puis :
By e) (F (%)) = By (" (%)) 2 1 = By ) (F (%)) = (1 = By o) (F7 (%)) Lan(x)—1) £(x) <0} -
Nous avons donc démontré que, Px-p.s. :

) (F(X)) = By (FF (X)) = (1= hyeo (F (X)) Li2n0-1)F(X) <0}




et I'inégalité reste vraie en passant a I’espérance des deux cotés. In fine, nous avons bien montré
que :
L(sgnof) —L* < 2¢ (A(f) - A)'/*.

c) Soient ¢ : x € R — e* et u €]0,1[. Alors pour tout a € R, h,(a) = ue™® + (1 — u)e?, et
hl,(a) = —ue™® + (1 — u)e®. Ainsi h,, atteint son minimum en a, € R tel que :

ay

1 u
e’ je en au:—ln( )
2 1—u

hu(a) =ty —2 + (1 - u)|—2— = 2vaVi—a.
u 1—u

La fonction H s’écrit alors H : u €]0,1[ — 2+/u(1 — u). Elle est dérivable, de dérivée H' : u €
10,1[ — —A=2“_, amenant au tableau de variations suivant :

et:

Vu(l-u)
u 0 % 1
H (u) 0 -
Hw |0 /7 1 N 0

On remarque alors que pour tout u €10, 1[, VuVl —u < %, d’our:

1
1-H(u) :1—2«/&\/1—14:2(5—«/&\/1—11)
1 1
>2 (5 —Vuvi - u) (5 +Vuvi - u) (le dernier facteur est < 1, le premier est > 0)

Z(i—u(l—u)):2(3+uz—u)
1 2
=2|=-—-uj ,

qui donne finalement :

2
E—u s%(l—H(u)).

Les constantess = 2etc = iz permettent donc de vérifier la condition (2). Pour la perte exponentielle
(utilisée dans AdaBoost), on obtient alors :

L(sgnof) —L* < V2 (A(f) - A")"/2,




