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ExERcICE 1. On se place dans le cadre de la classification binaire : on considére un descripteur aléatoire
X de loi Px a valeurs dans R? (d € N*) muni de sa tribu des Boréliens, et un label aléatoire Y valant —1
ou 1.

La fonction de régression (probabilité a posteriori) est notée n: x € R » P(Y =1 | X = x) € [0,1].
On suppose que 0 < n(X) < 1 presque-siirement.

Soit G := {g ‘R - {-1, 1}} I’ensemble des classifieurs adaptés a ce contexte. L’erreur de classification
est définie comme 'applicationL: g € G — P (Y # g(X)) € [0, 1] et on note L* := jng L(g).
ge

On pose F := {f 'R > [R} puissgn:a € R+ 214501 —1 € {~1,1}. Dans cet exercice on s’intéresse

spécifiquement a ’ensemble de classifieurs G# := {sgn of : feF }

Soit enfin ¢ : R — R, une fonction dérivable, strictement convexe, croissante, satisfaisant lim ¢(x) =
X——00

0 et $(0) = 1. Pour tout f € F (et donc tout classifieur de G#) on considére la version convexifiée du
risque de classification :

A(f) = E [9 (-Y£(0)]

1) Pour tout u € [0,1] on définit h, : a € R — ud(—a) + (1 — u) $(a). Montrer que ;nigr}A(f) est
€

atteint en
ffixe RY argmin hy () (a). (1)
acR

Cette fonction est-elle bien définie pour tout x € R%?

2) Dériver la fonction hy(x) pour x € RY quelconque, puis vérifier que sgnof* coincide avec le
classifieur de Bayes.

3) (Lemme de Zhang) On pose H : u €]0, 1[+— miﬂrg hy(a) et on suppose qu’il existe des constantes
ac

s > letc > 0 telles que
N

Vu €]0,1[, l%—u < ¢5(1 - Hu)). @)

1/s
. * S
a) Soit f € . Montrer que L (sgnof) —L* < 2 (IE [m(X) -1/2] ]l{(Zr](X)—l)f(X)<0}:|) i
b) On pose A* := }n; A(f). Déduire de la question précédente que pour toute fonction f € 7,
€

L(sgnof) —L* < 2c (A(f) — A")'*. (3)

¢) Que vaut H dans le cas ou ¢ = exp ? Pour quelles constantes s et ¢ la condition (2) est-elle
vérifiée ?



